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Integrale duble

Integrarea functiilor reale de o variabila reala a constituit obiectul de
studiu in clasa a Xll-a. Calculul ariei cuprinse ntre graficele a doua
functii sau al lungimii unui arc de curba plana sunt doar doua dintre
aplica ctiile imediate ale integralei definite. Trecerea la studiul functii-
lor reale cu doua, trei sau mai multe variabile reale se impune in mod
natural a fi studiata. Astfel vom extinde conceptul de integrala.
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Orice multime marginita D din spatiul metric euclidian R? este conti-
nuta Tntr-un dreptunghi [a;, b1] x [az, bs] cu laturile paralele cu axele de
coordonate. ConsiderAam Ay o diviziune segmentului [a3, b;], adici

ap =Xg <X <X <0< << Xm = by,
si Ay o diviziune segmentului [az, by], adica

ay =X <Y1 <Y < ... <Y <<y = ba.
Reuniunea dreptunghiurilor astfel obtinute

Aj = [Xi—1, %] X [Yj—1,Yj]

m n
acopera complet multimea D siD C (J U Aj.
i=1j=1
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Definitie
Spunem ca familia de dreptunghiuri

'.PD = {Aij,i = 1,m,j = 1,n}

realizeaza o partitie a multimii D si numim norma partitiei numarul
pozitiv

v(Pp) = max{(xi —Xi_1)(yj — Yj—1),i =1,m,j =1,n}.

Familia punctelor intermediare ({a,7a) corespunzatoare diviziunii A
au ca elemente perechile (&, 7;), unde & € [Xi_1, %], 1 € [Yj—1,Yj]-
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Construim suma Riemann corespunzatoare functiei f : D ¢ R? — R,
diviziunii A si punctelor intermediare ({a,7):

ot (D, (€a,ma)) = ZZf&.,m —xi_1)(¥; — ¥j_1)

i=1j=1

care reprezinta suma volumelor pararlelipipedelor cu baza [x;_; — Xj] x
[Vi-1,Y;] si Tnaltimea f (&, 7).
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Definitie

Functiaf : D Cc R — R, este integrabila Riemann pe multimea
marginita D daca si numai daca exista un numar real | cu proprietatea:
oricare ar fie > 0, exista 6 > 0 si 0 partitie Pp cu norma diviziunii
v(Pp) < ¢ astfel incat pentru orice familie de puncte intermediare
(éa,na) suma Riemann verifica inegalitatea

ot (A, (€a,na)) — 1] < e.

Numarul | (daca exista) este unic determinat, se numeste integrala
dubla a functiei f pe domeniul D si se noteaza

| = f(x,y)dxdy.
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Teorema

Orice functie continua pe un domeniu marginit si inchis este
integrabila.

Teorema

Orice functie definita pe un domeniu marginit si inchis ale carei puncte
de discontinuitate sunt situate pe un numar finit de arce netede este
integrabila.

| A\
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Teorema
@ Integrala dubla este liniara:

[ tafcy)+pacyaxdy = o [ [ 10cy)axay+5 [ [ atx.y)anay
D D

D

oricare ar fi functiile integrabile f,g : D ¢ R? — R, oricare ar fi
scalarii o, 8 € R.
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Teorema

@ Integrala dubla a unei functii pozitive este un numar pozitiv, adica

f : D — Rintegrabile cu f(x,y) > 0= //f(x,y)dxdy >0
D
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Teorema
@ Integrala dubla este aditiva relativ la domeniul de integrare: daca
n

domeniul compact de integrare D si daca D = |J D; este

i=1
reuniunea a n subdomenii Dj, i = 1,n, Dj N D; = 0, Vi # j atunci
are loc urmatoarea descompunere

//fxy)dxdy Z//f X,y) dxdy,

|1D

oricare ar fi functia integrabila f : D ¢ R? — R.

o
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Teorema

@ Orice functie integrabila f : D ¢ R? — R are modulul |f| integrabil
si in plus este verificata inegalitatea:

//f(x,y)dxdy < // If(x,y)|dxdy.
D D
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1. Integrala dubl a pe un dreptunghi cu laturile paralele cu axele
de coordonate
Fief : D ¢ R? — R o functie reala continua cu doué variabile al
carui domeniu de definitie este un dreptunghi, sau mai precis D =
[a}, bl] X [az, bz]
l. In plus, presupunem ca functia de sub semnul integrala este cu vari-
abile separate, adica
f(x,y) = g(x)h(y),
unde g : [a1,b;] — R, h: [az, by] — R, sunt functii continue. Atunci are

loc:
[ toxyraxay - 7g(x)dx~7h(y)dy.
D ap ap
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Sa se calculeze urmatoarele integrale duble pe domeniile
dreptunghiulare indicate:

i) [/ cos2x sin? ydxdy; D = [0, %] x [0, %];
D

y y2 -5
) {f X2 + 25

dxdy; D = [0,5] x [3,4].
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Solutie. i) Deoarece functia de sub integrala poate fi scrisa sub forma
f1(x) - fa(y) cu f1(x) = cos 2x, fo(y) = sin?y rezulta

w/6 w/4
[f cos2x sin?ydxdy = [ cos2xdx - [ sin®ydy
D 0 0

/6 w/4
= ({ cos 2xdXx - of 1092 gy =
. 71'/6 y 2 7'('/4 . .
= SRR (5|, =R G n =R
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Solutie. i) Functia f(x,y) = X2+25 poate fi scrisa sub forma f(x,y) =

FO0M(Y), unde fi(x) = o,

o5 iar f(y) = y2 — 5 avem

y2-5 > T

4
= (Larctg?)|>- (% - _r.2_ Ur
_(5arctg5)\0-<3 5y)‘3—2o 3 < 30
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Il. Presupunem acum ca domeniul D este dreptunghiul [a,b] x [c,d],
dar renuntam la ipoteza ca functia continua de sub semnul integrala ar
avea variabilele separate. Vom avea o succesiune de doua integrale:

°
b /d
{/f(x,y)dxdy :a/ C/f(x,y)dy dx,
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Calculul integrale duble

Il. Presupunem acum ca domeniul D este dreptunghiul [a,b] x [c,d],
dar renuntam la ipoteza ca functia continua de sub semnul integrala ar
avea variabilele separate. Vom avea o succesiune de doua integrale:

°
//f(x,y)dxdy :/b (/df(x,y)dy) dx,
D a ¢
//f(x,y)dxdy :/d (/bf(x,y)dx) dy.
D c a
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Calculati integrala dubla | = [[(2x — 3y2 + xy + 2)dxdy, unde
D
D= [1?2] X [072]1

Solutie. Functia de sub integrala nu este cu variabile separabile. Cal-
cul ei poate fi abordat in doua moduri: integrand pe rand in raport cu
X Si apoi cu y, respectiv in raport cu y Si apoi cu X. Aceste integrale
poarta numele de integrale iterate.
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Metoda |. Se integreaza mai intai in raport cu y si apoi in raport cu x
si se obtine:

| = [f(2x — 3y2 +xy + 2)dxdy = [ dx [Z(2x — 3y? + xy + 2)dy
D

2
:ff (ny—slj%—%%—Zy)‘ . dx :flz(Gx—4)dx

2
= (3x2 — 4x) =5

1
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Metoda Il. Se integreaza mai ntai Tn raport cu x si apoi in raport cu y
si se obtine:

| = [f(2x — 3y2 +xy + 2)dxdy = [Zdy [7(2x — 3y? + xy + 2)dx
2

D
= [Z (x2 —3xy2 4+ XY 4 2x) dy

1

2

— |2 (5—3y2+37y)dx:(3x2—4x) -
0

Adina Juratoni Integrale duble



Calculul integralei duble

Calculul integralei duble

3. Integrala dubl a pe domenii simple

Pentru a stabili regula general a de calcul a unei integrale duble n
cazul cand domeniul D nu mai este dreptunghi este necesara notiu-
nea de domeniu standard (sau simplu in raport cu o axa).

Definitie. Un domeniu compact D ¢ R? se numeste domeniu stan-
dard n raport cu o axa (simplu n raport cu o axa) daca orice dreapta
paralela cu acea axa dusa prin domeniul D intersecteaza frontiera
acestuia numai in doua puncte.
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Un domeniu simplu in raportcu Oy este definit de

D ={(x,y) e R?la<x <b,p1(x) <y < ¢ (x)},

n care functiile p1 Si w2 sunt continue pe [a,b].
Analog domeniul compact D  R? simplu in raport cu  Ox este definit
de

D= {(X~y) ERZ‘C <y < dawl (y) <X < 1/)2 (y)}~

unde 1 Si ¢, sunt continue pe [c,d].
Imaginea geometrica a acestor domenii este data in figura 1.
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Calculul integralelor duble

s y=0.(x) '3
d
) D \)
C
y=9,(x)
0 a b X 0o X
Figura 1

Adina Juratoni Integrale duble



Calculul integralei duble

Calculul integralelor duble

Fief:DC R? — R, o functie marginita si integrabila pe domeniul
compact D. Daca pentru orice x € [a, b] exista integrala

2(X)
®(x)= [ f(x,y)dy atunci exista si integrala

w1(x)

2(X)
[ f(x,y)dy | dx siare loc egalitatea
#1(x)

Ve o

©2(X)

b
/D f(x,y)dxdy:a/ /f(x,y)dy dx.

1(x)
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Remarc a
@ In cazul cand domeniul D este simplu in raport cu Ox, avem

d [ ¥a(x)
//f(x,y)dxdy :/ / f(x,y)dx | dy.
D ¢ \yu(x)
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Remarc a
@ Din egalitatile de mai sus se obtine direct egalitatea (Fubini)
b ‘pZ(X) ¥ (X)
S [ fixy)dy dx:f 1 f(x,y)dx | dy.
a \g1(x) c \e¢r1(x)
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Sa se calculeze urmatoarele integrale duble:
@ i) p,xydxdy, unde D; = {(x,y) € R?| x* <y < x};
@ i) p,xdxdy, unde
D> = {(x,y) € R*[ x* +y? -2y <0,0 <x <y };
@ iii) p, (x? +y?) dxdy, Dj fiind triunghiul marginit de dreptele
y=0y=x+1y=—-x+1
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Solutie. i) D; din figura 3 este simplu in raport cu fiecare axa.

YA YA

» X » X

o o| X "7 c(-1,00 o A(1,0)

Figura 3
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Considerand D, simplu in raport cu Oy se poate scrie

1 X 1 5
//xydxdy:/dx/xydy :/xy?
Dy 0 x2 0

ii) Domeniul D, este simplu Tn raport cu fiecare axa. Considerandu-I
simplu n raport cu Oy se poate scrie

1

:2 dx:%/x(xz—x”')dx:zj
0

1++/1—x2 1

//xdxdy:/lx / dy dx:/x<l+ﬂ—x)dx
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iif) Varfurile triunghiului D3 sunt A (1,0),B(0,1) si C (—1,0). Dome-
niul D3 este simplu Tn raport cu fiecare axa, dar calculul este mai scurt
considerand D3 simplu in raport cu Ox, deci

—y+1

// 21 y2 dxdy—/dy/ +y2)dx

y—1
1

X=—y+1
/( +y x> dy
5 x=y—1

[uy

= -3 (y—1)3dy—2/y3dy+2/y2dyzé-
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I. Calculul ariilor si volumelor.

® Daca D C RP este o multime compacta avand FrD o curba
inchisa si neteda pe portiuni, atunci aria multimii D este data de

egalitatea
aria(D) = //dxdy.
D
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I. Calculul ariilor si volumelor.

® Daca D C RP este o multime compacta avand FrD o curba
inchisa si neteda pe portiuni, atunci aria multimii D este data de

egalitatea
aria(D) = //dxdy.
D

@ Dacif : D c R? — R, atunci volumul "cilindrului" V cu baza D,
marginit de planul xOy si suprafata z = f (x,y) are expresia

V= //f (x,y) dxdy.
D
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Il. Coordonatele centrelor de greutate ale pl  acilor plane.
@ Daci D c R? este o placa materiala de grosime neglijabila avand
densitatea
p:D Cc R? = R,, atunci

m©) = [[pixy)dy, xs - ﬁ//m(x,y)dxdy,
D D

Yo = ﬁ//yp(x,y)dxdy-
D
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Il. Coordonatele centrelor de greutate ale pl  acilor plane.
@ Daci D c R? este o placa materiala de grosime neglijabila avand
densitatea
p:D Cc R? = R,, atunci

m©) = [[pixy)dy, xs - ﬁ//m(x,y)dxdy,
D D

1
Yo = W/ yp(x,y)dxdy.
D

@ Daca placa este omogena (p = pp = constant) atunci

m (D) = pparia(D), X xdxd dx
(D) = poaria(D), xg = aria // Y, Yo = aria / y
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Sa se calculeze centrele de greutate ale placilor plane omogene:

) D={(x,y) eR?|0<x <2,0<y <x?}, p=po=const =1 (placa
omogena);

i) D={(x,y) eR?[0<x <2,0<y <2}, p(X,y)=X+Y.

Solutie. i) Domeniul D este ilustrat in figura 4. Avem
2 x?2

aria (D) = (D) = J/ dx deIdy—fxzd =4
D

3
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\7

y=x’

(2,4)

Ya

(2,2)

0]

Figura 4
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i) Masa corpului este :

2

m://p(x,y)dxdy:/zdx/(x +y)dy =8;
D 0

0

2

2

1 1 7

xe,:g//x;)(x,y)dxdy: /dx/(x2+xy) dyzé;
D 0

0

2 2
1 1 2N g 7
ye—gf/yp(x,y)dxdy—§/d></(xy+y )dy—ﬁ-
D 0 0

Faptul ca xg = yg se explica prin aceea ca D este simetric, figura 4.
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[ll. Momentele statice si momentele de inertie ale pl  &cilor plane
Momentul de inertie Ig al unui punct material M (x,y) de masa m in
raport cu punctul O (0,0) este dat de produsul dintre masa corpului Si
patratul distantei r = d (O, M), adicd I = mr2. Rezultd cd momentul
de inertie al acestui sistem de puncte in raport cu punctul O este

|o=// (x2+y2)p(x7y)dxdy,
D

Adina Juratoni Integrale duble



Aplicatii ale integralei duble

Aplicatii ale integralei duble

Momentele de inertie ale placii D ¢ R?, avand densitatea p in raport
cu axele de coordonate se definesc prin formulele

lox =/ y2p(x,y)dxdy,

D
loy = //xzp(x,y)dxdy'
D

Astfel rezulta ca lop = lox + loy. Momentele statice Tn raport cu axele
Ox si Oy se definesc prin
Mox = [[yp(X,y)dxdy, Moy = [[ xp(x,y)dxdy.

D D
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@ i) Sa se calculeze momentul de inertie in raport cu axa Oy al
placii omogene

D:{(x,y)eRz‘xzo,yZO,ngy <1l,ab>0};

@ ii) Sa se calculeze momentul de inertie in raport cu originea

(momentul polar) al placii omogene
D ={(x,y) € R?|x? +y2 > r2,x? + y2 <R?,x,y > 0}.

v

Solutie. i) Domeniul D esre reprezentat in figura 5 a). Placa fiind omo-
gend p = pp—constant. Atunci rezultd loy = p [/ x2dxdy.
D
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Ya Ya
a b
B(0,b) ) )
D
D
o) A@,0) > X o) r R > X
Figura 5
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1__

oy =0 [[ % ZdXdy_ﬂo/ x2dx / dy

AOAB
a
= / x? — x? dx = ba®
= Po a = Po 12
0
Masa placii este:
ba
// podxdy = po/ dxdy = poaria (AAOB) = po— >
AOAB
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ii) Momentul polar pentru placa D ¢ R?, figura 5 b) este dat de inte-

grala dubla
o= [ (@ +¥2) pocxy.
D

in care prin trecere la coordonate polare avem

R 2
T
lo=po//p2pdpd9=po/p3dp/d9=% (R4—r4)-
A r 0

Masa placii este

m://podxdy:po//pddeZWTpo(Rz—rz).
D A
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